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法政大学大学院デザイン工学研究科システムデザイン専攻修士課程 
 
HPM is the new numerical method suitable for the analysis of progressive failure. However, the sufficient 
argument or examinations to destruction by thermal stress are not performed. In this paper, a numerical method 
for the non-linear thermal stress analysis considering effects of the yield in element and the fracture between 
elements was proposed. First, the equivalent solution with the analytical solution was obtained when it examined 
the accuracy of the problems of considered only effects of the yield in element by using this model. Next, the 
collapse load by the side of safety than the conventional numerical method was obtained when considering 
effects of the yield in element and the fracture between elements. 
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１． はじめに 
連続体力学に基づいた有限要素法（FEM : Finite Element 
Method）では、進行型破壊問題を解析する場合、不連続部
の扱いが複雑になるという欠点を持っている。一方、川井
[1]によって開発された剛体―ばねモデル（RBSM : Rigid 
Bodies-Spring Model）は、要素境界に沿った進行型破壊
の解析を容易に扱えるのに対し、弾性解の精度は FEMと比
べると劣るという欠点を持っている。 
これらに対し、竹内ら[2][3]が開発したハイブリッド型
ペナルティ法（HPM : Hybrid-type Penalty Method）は、
ハイブリッド型変位モデルの考え方に着目して、Lagrange
の未定乗数にばねの考え方を導入し、ばね定数としてペナ
ルティを用いる新しい解析手法である。これにより、FEM
のような弾性解の精度を維持しつつ、進行型破壊の解析を
容易に行うことができる。しかし、この手法は開発段階で
あり、熱応力に伴う進行型破壊の解析に対する十分な議論
や検討はまだなされていない。 
 そこで本研究では、熱応力によるひび割れや破壊の解析
を可能にすることを目的に、HPM を材料非線形熱応力問題
に適用し、要素間のすべりや引張破壊に加えて要素内降伏
を考慮して、熱応力問題に対する新しい非線形解析法を提
案する。さらに、簡単な数値計算例をもとに FEMとの比較
を行うことで、本手法によって得られる解の精度を検証す
る。 
２． 熱応力問題の定式化[4] 
（１）基礎方程式 
マトリックス化した基礎方程式は以下のとおりである。 
 
                   (1) 
                   (2) 
                         (3) 
 
ここで、 は応力、 はひずみ、 は変位、 は物体力を表
している。また、式(2)の は以下のように表される。 
 
                             (4) 
 
  
 
なお、 は熱による自由ひずみを表しており、以下のよ
うに表すことができる。 
 
                              (5) 
 
ここで、 である。 
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（２）仮想仕事式 
式(1)に幾何学的境界条件を満たす仮想変位 を乗じて
領域 について積分すると、以下の関係が得られる。 
 
             (6) 
 
ただし、 である。これにガウスの発散
定理を用いると、以下のような領域 に対する仮想仕事式
が得られる。 
 
 ( 7 ) 
 
（３）ハイブリッド型仮想仕事式 
いま、図 1 に示すように、領域 は閉境界 で囲まれ
た 個の部分領域 から構成されているものとする。 
 
 
図 1 領域  
 
すなわち、 
 
 ただし   (8) 
 
このとき、式(7)は各部分領域の和として以下のように表
すことができる。 
 
(9) 
 
（４）ハイブリッド型仮想仕事式 
いま、隣接する 2 つの部分領域 と を考える。こ
のとき 2つの部分領域における共通境界 、すなわち、 
 
                       (10) 
 
において、付帯条件 
           (11) 
を、隣接する要素の境界で共通な Lagrangeの未定乗数 を
用いて 
 
       (12) 
 
と表し、仮想仕事式(9)に導入する。ここで、 ならび
に は、それぞれ部分領域 と における境界
上の変位を表している。 
 いま、隣接する 2つの要素境界辺の数を とすると、付
帯条件を考慮した仮想仕事式は次のように表すことがで
きる。 
 
 
  
(13) 
 
ただし、上付きの 、 は境界 に隣接する 2 つの
部分領域 と に関する量を示しており、 なら
びに は境界 上の変位を意味する。また、左辺第 4
項は便宜上、領域の和の()内に入れておく。 
 なお、Lagrange の未定乗数 は、次式のように境界
上の表面力を意味している。 
 
           (14) 
 
ここで、 と はそれぞれ部分領域 と における
境界 上の表面力を表している。 
 
（５）変位場とペナルティ 
部分領域 内のある 1 点 における剛体変位お
よび剛体回転 に加え、直接、部分領域内で一定なひず
み を用いて、以下のように変位 を表すことができる。 
 
                (15) 
 
ここで、上付きの は部分領域 に関するものであるこ
とを意味する。また、2次元平面問題の場合、各係数は、 
 
                      (16) 
 
                        (17) 
 
                (18) 
 
)(e
)(e

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     (19) 
 
である。ここで、 、 は点 における剛体変位、 は剛
体回転を表している。 
式(14)で示したように、Lagrange の未定乗数は物理的に
は表面力を意味している。RBSMでは表面力と相対変位の間
にばねの概念を導入し、ばねによる表面力の仕事を用いる
ことで全体のエネルギーを評価している。2 次元問題にお
いて、これを式で表すと以下のようになる。 
 
              (20) 
 
ここで、 、 は境界面上の法線および接線方向の表面力、
、 は各方向の相対変位、 、 は各方向のばね定数で
ある。 
 Lagrangeの未定乗数に式(20)で示された RBSMの考え方
を適用し、部分領域 と における境界 上の表面
力 を以下のように表すことにする。 
 
                        (21) 
 
ここで、 は部分領域境界面 上の相対変位を表し
ており、 はばね定数に対応する係数行列である。 
 ハイブリッド型の仮想仕事式では、近似的に部分領域境
界面上で変位の連続性を確保するため、極めて堅いばねを
設ける必要がある。そこで、ばね定数をペナルティと考え、
次のように仮定する。 
 
                                  (22) 
 
ここで、 はペナルティ関数である。 
 
（６）離散化方程式の誘導 
 式(13)に対して式(15)で示す線形変位場の関係を代入
することによって、最終的に以下の離散化方程式が得られ
る。 
 
                                 (23) 
 
ただし、 および は以下のとおりである。 
 
                 (24) 
 
                    (25) 
 このように、本モデルの離散化方程式は式(23)に示す連
立 1次方程式に帰着し、左辺の係数行列 は、各部分領域
の剛性と部分領域境界面に関する付帯条件の関係を組み
合わせることによって得られる。 
 
３． 要素内降伏を考慮した非線形熱応力解析 
（１）要素間破壊 
a) すべり破壊 
すべりの条件として Mohr-Coulomb の条件を用いると、
降伏関数 は以下のように表すことができる。 
 
                   (26) 
 
ここで、 は粘着力、 は内部摩擦角、 、 は、それぞれ
法線方向、接線方向の表面力を表している。本論文では、
表面力を、 、 の代わりに 、 で表している。これを
簡単に 
 
                            (27) 
 
とすると、降伏関数は以下のように表すことができる。 
 
                                  (28) 
 
 一方、塑性ひずみ増分の方向を規定する関数である塑性
ポテンシャル についても同様に、以下のように表す。 
 
                                 (29) 
 
一般的な塑性流れ則は応力とひずみの関係で表されてい
るが、本研究では、式(21)のように、ひずみの代わりに相
対変位 を用いている。そこで、塑性化後の相対変位の増
分 を以下のように考える。 
 
                               (30) 
 
ここで、 は増分量であることを、また、上付きの は塑
性状態の量であることを示している。塑性化する前の量を
上付きの で表せば、全相対変位 は以下のようになる。 
 
                          (31) 
 
 一方、塑性化前の表面力と相対変位の関係は式(21)で表
されており、これを改めて以下のように表しておく。 
 
                                (32) 
 
式(32)は、式(31)、(30)の関係を用いて次のように表せる。 
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                    (33) 
 
さらに、塑性条件 
 
                                (34) 
 
に代入し、 について解いた後、式(34)を整理すれば、塑
性化後の増分表面力と増分相対変位の関係が以下のよう
に得られる。 
 
          (35) 
 
上式において、 であれば、関連流れ則に従うことに
なる。式(35)の()内を とし、関連流れ則を仮定して、式
(26)で示した Mohr-Coulomb の条件に対する塑性化後の構
成行列を求めると、以下のようになる。 
 
 (36) 
 
ただし、 
 
     (37) 
 
である。 
 ここで、 、 は式(22)で示したペナルティ関数であり、
部分領域境界上の表面力が降伏曲面上の値になった後、式
(36)の関係を用いると、表面力は降伏曲面上を移動する。 
 
b) 引張破壊 
本論文では、引張表面力が許容引張力を超えた時点で、
その境界面が保持していた表面力を単純に全解放する。以
後、ペナルティを 0として表面力の伝達が行われないよう
にする。 
 
（２）要素内降伏[5][6] 
VonMises、Mohr-Coulomb 降伏基準を用いた場合の降伏関
数 はそれぞれ次のように表すことができる。 
 
(VonMises) 
              (38) 
 
(Mohr-Coulomb) 
    (39) 
 
ここで、 、 、 はそれぞれ最大、中間、最少主応力で
ある。 
 要素内の降伏関数 は次式のように表すことができる。 
 
                               (40) 
 
ここで、 は要素内応力である。 
 一方、塑性ポテンシャルについても同様に 
 
                                  (41) 
 
とする。本研究では、要素境界面上に関しては相対変位 を
用いるが、要素内に関しては一般的な塑性流れ則である応
力―ひずみ関係を用いて表す。そこで、本研究では、塑性
化後の要素内でのひずみ増分を として、以下のように
考える。 
 
                               (42) 
 
ここで、 は増分量であり、上付きの は塑性状態の量を
示している。弾性状態の量を上付きの で表せば、要素内
での全ひずみは以下のようになる。 
 
                          (43) 
 
一方、塑性化前の応力―ひずみ関係は以下のようになる。 
 
                                (44) 
 
式(44)は、式(42) 、式(43)の関係を用いて以下のように
表すことができる。 
 
                   (45) 
 
さらに、塑性条件 
 
                                (46) 
 
に代入し、 について解くと以下のようになる。 
 
                         (47) 
 
式(45)に(47)を代入し整理すると、塑性化後の要素内に関
する増分応力、増分ひずみの関係が以下のように得られる。 
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                            (48) 
 
ここで、 は以下のように表される。 
 
              (49) 
 
式(49)において、 であれば、関連流れ則に従うこ
とになる。式(49)に関連流れ則を仮定して、式(38)で示し
た VonMises 降伏基準に対する塑性化後の構成行列を求め
ると以下のようになる。 
 
(50) 
 
 一方、式(39)で示した Mohr-Coulomb 降伏基準に関する
塑性化後の構成行列は、次のように表される。 
 
 
(51) 
 
部分領域内の要素内応力が降伏曲面上の値になった後、
これらの関係を用いることで、要素内応力は降伏曲面上を
移動する。 
 
（３）材料非線形解析法 
 FEMの非線形解析法として、荷重増分法における 法
がある。この方法は、最も降伏しやすい要素を見つけ、そ
こが降伏するために必要な荷重増分率を自動的に計算か
ら求め、順次その要素を降伏させながら解析する方法であ
る。この方法は、順次破壊の進展を追跡することができる
が、引張破壊などのように、応力解放の伴う破壊の場合、
その解放力によってさらに破壊が進展し、計算が収束しに
くくなるという問題点がある。本研究では、この方法を応
力解放が伴う問題に対しても適用できるように拡張し、
HPMの非線形解析に適用する。 
 いま、表面力の降伏関数を 、要素内応力の降伏関数を 、
現在の表面力と要素内応力を、それぞれ 、 とし、増分
表面力、増分要素内応力を 、 とするとき、次式を
満たすような が存在する。 
 
                         (52) 
 
                         (53) 
 
この を荷重増分率と呼ぶ。この を、考えている様々な
破壊条件に基づき、全ての表面力、要素内応力に対して求
める。このようにして求めた増分率のうち、最少のものを
今回の荷重増分率とする。このとき、現在の値と増分後の
値を、それぞれ、 と を付けて表すと、 
 
                        (54) 
 
                       (55) 
 
として増分後の値を求めることができる。この結果、増分
後の表面力、要素内応力は、降伏曲面を越えることはなく、
降伏曲面上もしくはその内側に必ずあることになる。 
 非線形解析にあたり、荷重 を幾つかの荷重 に分割
する。この荷重 を作用させ、 法にしたがって
ステップ目までの荷重増分率を求め、その合計を とす
ると、 ステップ目までに作用した荷重は、 と
なる。このとき、 ステップに載荷すべき未載荷分の荷重
は次のようになる。 
 
                     (56) 
 
 次に、この荷重 を作用させて求めた荷重増分率を
とすれば、 ステップで作用する荷重 は次
式によって与えられる。 
 
                   (57) 
 
したがって、第 ステップ目に作用させる荷重は、初めに
与えた荷重を として以下のようになる。 
 
       (58) 
 
 いま、 ステップ目で、ある境界に引張破壊が発生
した場合、その境界におけるペナルティの値を 0として力
の伝達を遮断し、その境界において所有していた表面力を
解放力 として、関連部分領域に分配する。 番目
の境界における解放力は以下の式によって求める。 
 
            (59) 
 
 分配された解放力は、次式のように、次のステップに作
用させる荷重に加え、次のステップにおける増分計算を行
う。 
 
 
           (60) 
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 このようにして、初めに与えた荷重と解放力を全て使い
切るまで繰り返し計算を行う。このとき、荷重増分率の合
計 を 
 
               (61) 
 
とし、 で収束したものと考えることができる。 
 以上示したように、本アルゴリズムは、解放力を与える
こと以外は従来の荷重増分法における 法と同様なア
ルゴリズムとなっており、要素内降伏も容易に取り扱うこ
とができる。 
 
４． 数値解析例 
（１）解析モデル 
簡単な数値計算例を用いて本手法の検証を行う。ここで
は、図 3に示すラーメン構造モデルを用いて、要素内降伏
のみを考慮した場合、要素間破壊のみを考慮した場合、そ
して要素内降伏と要素間破壊を同時に考慮した場合の解
析を行い、それぞれを比較することで、破壊の進展にどの
ような変化が見られるか検証する。解析モデルは左右対称
性を考慮した図 4に示すような解析モデルとし、要素分割
は図 5に示すような節点数 1166、要素数 2200に設定する。 
また、本論文では、要素内降伏のみを考慮した場合を
Case-1、要素間破壊のみを考慮した場合を Case-2、要素内
降伏と要素間破壊を同時に考慮した場合をCase-3とする。 
 
 
図 3 モデル図 
 
    
図 4 モデル図(1/2)    図 5 要素分割図 
 
（２）要素内降伏のみを考慮した非線形問題 
Case-1の例として、図 3に示すラーメン構造の非線形熱
応力解析を行った。Case-1は非線形 FEM と同様な解析結
果が得られることが考えられるため、ここでは FEM によ
る解析結果との比較を行った。温度拘束は図 6に示す状態
とする。材料定数は表 1に示すとおりである。また、破壊
条件として VonMises 降伏基準を用いた。 
法による解析の結果、38 ステップで計算が終了し
た。その過程を示したものが図 7である。図 7はステップ
毎の変位の外形図と要素内降伏の範囲を表しており、灰色
で塗られた箇所は降伏した要素である。また、変位のスケ
ールは 200倍で表示しており、図中の()内の値は温度上昇
率である。熱荷重の増加とともに塑性域が進展し、変位が
増加していく様子が分かる。 
 
 
図 6 温度拘束図 
 
表 1 コンクリートの材料定数 
熱伝導率 1.6 W/m.K 
弾性係数 2.55×1010 N/m² 
ポアソン比 0.2 
熱膨張率 1.0×10-5 /K 
降伏応力 6.0×106 N/m² 
 
     
(a)ステップ 4(51.8%)    (b)ステップ 13(81.0%) 
     
(c)ステップ 25(90.0%)   (d)ステップ 38(100%) 
図 7 変位外形図(スケール 200倍) 
Hosei University Repository
続いて図 8 は、 =2.45m の地点における VonMises 応力
を比較した図である。図に示すとおり、両手法の解は高い
一致度を示していることが分かる。 
 
 
図 8 応力図(VonMises) 
 
次に、変位の比較結果を以下の表 2に示す。表 2は図 9
に示した 2点の変位を比較したものであり、A点の y方向、
B 点の x方向の変位の値をそれぞれ比較している。表から
分かるとおり、両手法の解は非常に近い値を示しているこ
とが分かる。 
 
 
図 9 変位比較点 
 
表 2 変位の比較 
 
HPM FEM 
A/u[mm] -1.95 -1.96 
B/v[mm] 1.00 1.02 
 
解析結果として図 10、図 11には VonMises 応力のコン
ター図を示す。図 10は HPM、図 11は FEMによる結果を表
している。図から分かるように、両手法の応力は非常に類
似する分布となっている。 
 
 
図 10 応力コンター/HPM    図 11 応力コンター/FEM 
（３）破壊条件の違いによる解の比較 
Case-1、Case-2、Case-3それぞれの破壊の進展の違いを
検証するため、図 3に示すラーメン構造のモデルに同じ温
度条件を用いて解析を行い、比較を行った。温度拘束は図
12に示す状態とする。材料はコンクリートを想定し、材料
定数は表 3 に示すとおりである。また、破壊条件として
VonMises降伏基準を用いた。 
 
 
図 12 温度拘束図 
 
表 3 コンクリートの材料定数 
熱伝導率 1.6 W/m.K 
弾性係数 2.55×1010 N/m² 
ポアソン比 0.2 
熱膨張率 1.0×10-5 /K 
降伏応力 6.0×106 N/m² 
引張応力 3.9×106 N/m² 
圧縮応力 5.0×107 N/m² 
 
法による解析の結果、Case-1は 193ステップ(温度
上昇率 100.0%)で計算が終了した。また、Case-2は 264ス
テップで計算が終了したが、138 ステップ目でモデルが崩
壊したため、137 ステップ(温度上昇率 68.3%)までを評価
の対象とした。Case-3 は 97ステップ目で局所破壊が生じ
たため、96ステップ(温度上昇率52.7%)で計算が終了した。
破壊の様子を温度上昇率毎に表したものが図 13 である。
ここで、図中の()内の値は温度上昇率である。灰色で塗ら
れた箇所は塑性領域を表し、赤線は引張破壊、黒線はすべ
りを表している。 
続いて、全ケースの温度上昇率毎の変位の値を以下に示
す。図 14 は x=2.5m 、 y=3.0m の地点（対象境界面下部）
における温度上昇率毎の変位を表したものであり、◆が
Case-1、■が Case-2、▲が Case-3である。表 4はそれぞ
れの崩壊荷重値である。これらの図から分かるように、
Case-1 は温度上昇率が 100%まで達し、計算が終了してい
るが、Case-2 はより小さい荷重値で、Case-3 はさらに小
さい荷重値でモデルが崩壊してしまっていることが分か
る。このように、要素内降伏と要素間破壊を同時に考慮す
ることで、より精密な安全性の検討を行うことができると
考えられる。 
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Case-1  
 
ステップ 38(34.0%)    ステップ 90(52.6%)    ステップ 124(68.3%)   ステップ 193(100.0%) 
 Case-2  
 
ステップ 33(34.3%)     ステップ 94(52.7%)     ステップ 137(68.3%)  
 Case-3  
  
ステップ 36(34.0%)     ステップ 96(52.7%)  
図 13 温度上昇率毎の破壊の進展 
 
 
図 14 温度上昇率毎の変位 
 
表 4 崩壊荷重値 
破壊条件 崩壊温度[℃] 
Case-1 300.0 以上 
Case-2 204.9 
Case-3 158.1 
 
 
 
 
 
５． まとめ 
本研究では、熱応力による固体内部のひび割れや離散的
な進行型の破壊現象を解明するため、HPMを用いた新しい
非線形解析手法の開発を行った。HPMでは要素間のすべり
や引張破壊に加えて要素内降伏を考慮することが可能で、
本研究ではこのアルゴリズムを熱応力問題に適用し、FEM
などと比較することで、精度の検証を行った。 
はじめに、すべりや引張破壊などの要素間破壊と、
VonMises や Mohr-Coulombの降伏基準を用いた要素内降伏
についての式を記述し、本研究で用いる破壊条件について
明らかにした。続いて非線形解析アルゴリズムとして用い
た荷重増分法における 法について述べた。 
次に数値解析例では、コンクリートを想定したラーメン
構造モデルを用いて、要素内降伏のみを考慮した場合、要
素間破壊のみを考慮した場合、そして両方を同時に考慮し
た場合の解析を行い、それぞれを比較することで破壊の進
展の違いを検証した。まず、要素内降伏のみを考慮した解
析では、非線形 FEMと同等の精度の解が得られることを明
らかにした。続いて、破壊条件の違いによる解の比較では、
要素間破壊と要素内降伏を同時に考慮することで、より早
い段階でモデルが崩壊に至ることが分かった。これにより、
従来の手法よりも安全側の崩壊荷重を得ることができる
ということを明らかにした。 
このように、HPM の部分領域内の塑性条件を考慮するこ
とで、要素間破壊と要素内降伏を同時に考慮した解析が可
能となり、熱応力解析における、より精密な安全性の検討
を行う手法を提案することができた。 
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